PROVA 435/C/28 Pags.

EXAME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO

12.° Ano de Escolaridade (Decreto-Lei n.° 286/89, de 29 de Agosto)
Cursos Gerais e Cursos Tecnolégicos

Duracéo da prova: 120 minutos 1. FASE
2003 2.* CHAMADA

PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

COTAGOES
(€] T o T 2N 63
Cada resposta CEMa .......ccoocviiiieie e +9
Cada resposta errada..........oooooieiiiiieie e -3
Cada questao nao respondida ou anulada ..........cccceeeeviiiieeeeceeeens 0

Nota: um total negativo neste grupo vale 0 (zero) pontos.

Grupo Il e 137
L S 21
Lol s 11
1.2. e 10
2 ettt e e 30
2. 0e e 15
2,20 e 15
B S STRSRR 38
Bl e 6
B2, s 16
B3 et 16
S 16
D e et aaaaaae 16
BT s 6
B2, ettt 10
B et e ettt et aeeanree 16
10 1 I - RS 200
V.S.F.F.
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CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO

Grupo |

Deverédo ser anuladas todas as questdes com resposta de leitura ambigua (letra
confusa, por exemplo) e todas as questdes em que o examinando dé mais do que uma
resposta.

As respostas certas sao as seguintes:

Questoes | 1 2 5 7
Versao1 |D B C A A C B
Versao2 |C A D C

Na tabela seguinte indicam-se os pontos a atribuir, no primeiro grupo, em fungdo do
numero de respostas certas e do nimero de respostas erradas.

Resp. erradas | 0 1 2 3 4 5 6 7
Resp. certas
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 9 6 3 0 0 0 0
2 18 (15 |12 |9 6 3
3 27 |24 | 21 18 |15
4 36 |33 |30 |27
5 45 |42 |39
6 54 | 51
7 63
Grupo |l

Critérios gerais

1. A cotagdo a atribuir a cada alinea devera ser sempre um numero inteiro, ndo negativo, de

pontos.

2. Se, numa alinea em que a respectiva resolugdo exija célculos e/ou justificagdes, o
examinando se limitar a apresentar o resultado final, deverdo ser atribuidos zero pontos a

essa alinea.

3. Algumas questdes da prova podem ser correctamente resolvidas por mais do que um
processo. Sempre que um examinando utilizar um processo de resolugdo ndo contemplado
nestes critérios, cabera ao professor classificador adoptar um critério de distribuicido da

cotacdo que julgue adequado e utiliza-lo em situagdes idénticas.
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Existem alineas cuja cotacdo esta subdividida pelas etapas que o examinando deve
percorrer para as resolver.

4.1. Em cada etapa, a cotagdo indicada é a maxima a atribuir.

4.2. Caso a resolugcdo da etapa esteja incompleta, ou contenha incorrecgbes, cabe ao
classificador decidir a cotagdo a atribuir a essa etapa, tendo em conta o grau de
incompletude e/ou a gravidade dos erros cometidos. Por exemplo:

- erros de contas ocasionais devem ser penalizados em um ponto;
- erros graves, que revelem desconhecimento de conceitos, regras ou propriedades,
devem ser penalizados em, pelo menos, metade da cotacao da etapa.

4.3. No caso de o examinando cometer um erro numa das etapas, as etapas subsequentes
devem merecer a respectiva cotagdo, desde que o grau de dificuldade n&o tenha
diminuido, e o examinando as execute correctamente, de acordo com o erro que
cometeu.

4.4. Caso o examinando cometa, numa etapa, um erro que diminua o grau de dificuldade
das etapas subsequentes, cabe ao classificador decidir a cotagcdo maxima a atribuir a
cada uma destas etapas. Em particular, se, devido a um erro cometido pelo
examinando, o grau de dificuldade das etapas seguintes diminuir significativamente, a
cotagdo méaxima a atribuir a cada uma delas ndo devera exceder metade da cotacéo
indicada.

4.5. Pode acontecer que o examinando, ao resolver uma questdo, n&o percorra
explicitamente todas as etapas previstas nos critérios. Todos 0s passos ndo expressos
pelo examinando, mas cuja utilizagdo e/ou conhecimento estejam implicitos na
resolucéo da questado, devem receber a cotacao indicada.

Existem alineas em que estéo previstos alguns erros que o examinando pode cometer. Para
cada caso, é indicada a cotagao a atribuir. O examinando pode, contudo, utilizar um processo
ndo contemplado nos critérios e/ou cometer um erro nao previsto. Cabe ao classificador
adaptar as referéncias dadas a todas as situa¢des nao previstas.

Se, na resolucdo de uma alinea, o examinando utilizar simbologia, ou escrever uma
expressao, inequivocamente incorrecta do ponto de vista formal (por exemplo, se escrever o
simbolo de igualdade onde deveria estar o simbolo de equivaléncia), deve ser penalizado em
um ponto, na cotagdo total a atribuir a essa alinea. Esta penalizagdo ndo se aplica no caso
em que tais incorrecgdes ocorram apenas em etapas cotadas com 0 (zero) pontos.

Se, na resolugao de uma alinea, o examinando nao respeitar uma eventual instrugao, relativa
ao método a utilizar (por exemplo, se o enunciado vincular o examinando a uma resolugao
analitica, sem calculadora, e o examinando a utilizar), a etapa da resolugdo em que se da o
referido desrespeito bem como todas as subsequentes que dela dependam devem ser
cotadas com 0 (zero) pontos.

Tudo o que o examinando escrever fora de contexto e que néo resulte de trabalho anterior
(por exemplo, num exercicio de probabilidades, a escrita de uma frac¢do que nao tenha nada
a ver com o problema, ou, num exercicio de estudo da monotonia de uma fungdo, a
apresentagéo de um quadro fora do contexto) deve ser cotado com 0 (zero) pontos. Todas as
etapas subsequentes que dependam do que o examinando escreveu fora de contexto devem
ser igualmente cotadas com 0 (zero) pontos.

V.S.F.F.
435/C/3



Critérios especificos
Para cada item s&o apresentados:

* a cotagao total do item;

+ para cada processo de resolugao apresentado, uma subdivisdo da cotagao total em cotagdes
parcelares;

+ exemplos de possiveis respostas dos examinandos, com a respectiva cotagdo a atribuir,
devidamente explicada.

L PRSPPI 11
2
<\/§—2i) = —1—4+/3% (vernota1).........ccecoeevevrrieceiienennns 2 (1+1)
. T 3 . T
<2 c1s 3) = 8 cis 3 (VEr nota 2)........cccoeveeieecieecee e 2 (1+1)
8 cis % :4+4\/§z’ (vernota 3)..........ccocoeeeeieeieiiiieece e 3 (1+1+1)
Simplificag8o do NUMErAdOr .........cooiiiiiiiiiiiie e 1
DiviSA0 (VEr NOta 4) ......ocooiiniiiiiiiiie et 3 (1+1+1)
Notas:

1. A subdivisdo da cotagao indicada entre parénteses corresponde a:
Desenvolvimento do quadrado da diferenga ...........c.cocccceeeenn. 1

Restantes CAICUIOS ...........oieieeiiieee e 1

2. A subdivisdo da cotagao indicada entre parénteses corresponde a:
1Y/ oY [V o TSP OPPPPPPPPPPPPPPPRt 1

AFGUMENTO i 1

3. A subdivisao da cotagao indicada entre parénteses corresponde a:

cos r_ 1 1
3 = 2\/7 ............................................................................
T _ _3

sen 3 T g s 1

Restantes CAICUIOS ........... i 1
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4. A subdivisdo da cotagao indicada entre parénteses corresponde a:

Escrever o denominador na forma algébrica............cccccoevienennn 1

Multiplicar ambos os termos da fracgdo por % .......ccccceeeeueene.... 1

Restantes CAICUIOS ........oooiiiiii e 1
ou

Escrever o numerador na forma trigonomeétrica...............ccccee.e. 1

Efectuar a divisdo na forma trigonométrica.............ccccevvierennnen. 1

Escrever o resultado na forma algébrica...........ccccevviieiniiennnne 1

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

(V3-2i)%+ (2¢is T)°

1'53—7T -
D)

<\/§)2— 4y/3i +(20)*+ 8 cis &

—1

3_4,/3i +4i+8(%+§i)

—1

3—43i+4i+4442 i
By

T+4i4+4/2 i —4y/3 i

—1

Cotagdo a atribuir: 1(1+0)+2(1+1)+ 2(14+0+1)+1+1(14+04+0)=7

V.S.F.F.
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Exemplo 2

3T o i o
Ccts 2
34448l
B 2" 2 34+4+4+4V3i
— Z_ — ; —

11444/3i (11+4v3i)x (=)

- ix(—1)
_ U438 — 43 — 114

_7;2

Cotagdo a atribuir: 1(0+1)+2(1+1)+ 3(1+1+1)+1+1(0+1+4+0)=38

Exemplo 3

3
= 3—(22’)2—|—<20isi — 3_7r) =

9 2
—3+4i+(2cz’s ‘25”)3—
_ 1)
=34 di+2cis—2T =

:3—1—4i—|—2<cos —2657r + isen —2657r) =

:3+4i+2<£—%i) -

2
—34+4i++/3 —i=
=3++/3 +3i

Cotagdo a atribuir: 0(0+0)+1(0+1)+ 3(1+1+1)+14+0(0+0+0)=5
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L 72 10

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos:

1.° Processo:

O examinando devera referir que

» as representacbes geométricas das raizes cubicas de um numero complexo
s&o vértices de um tridngulo equilatero com centro na origem do referencial (ou
afirmacéao equivalente),

« adiferenca entre os argumentosde 21 e 29 éiguala T,

para concluir que 21 e 29 nao podem ser raizes cubicas de um mesmo

numero complexo.

A resposta do examinando deve ser cotada de acordo com o seguinte critério:

O examinando refere os dois aspectos e conclui correctamente o

pretendido..........oooo 10
O examinando refere os dois aspectos, mas nao conclui o

pretendido..........oooo 8
O examinando refere apenas o primeiro aspecto.........ccvvveeiiiiciiiiiee e 5
O examinando refere apenas 0 segundo aspPectO..........ccoecvereiiieiiiniiee e 2

2.° Processo:

zf = CUS (B 0]ttt 3

zgzcis(Sa—f—i’)ﬂ) ........................................................................................ 4
e 3 3

Justificar que 27 € 25 N&0 S80 IQUAIS ........cooviiiiiiiiiiiiiii 3

3.° Processo:

zf = CUS (B 0]ttt 3

Calcular todas as raizes cibicas de  €iS (3 Q) e 5

Concluir que nenhuma delas € igual @ 2, ..o 2
V.S.F.F.
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
Para z1 e z9 serem raizes cibicas de um complexo teria de ocorrer um salto de z; para 29
2T . N . .
de T3 mas isto néo se verifica pois ocorre um salto de 7
cisa — 1*raiz
. 27 -
c1S (a + 3 - 2%raiz
2 27

cz's(a—i— 3 + 3) - 3*raiz

Com estes calculos demonstra-se que nao sdo ambos raizes cubicas de um mesmo nimero complexo.

Cotagio a atribuir (1.° Processo): 10 + ( — 1)(*) =9

(*) O examinando utiliza linguagem incorrecta, do ponto de vista formal («salfo de z1 para Zzo ») - ver
critério geral 6.

Exemplo 2
A z
%)
Se z9 = ciS ( o+ ) , entdo 2z9 ndo se encontra no mesmo quadrante de 21 e ndo podem ser raizes

cubicas do mesmo complexo.

Cotacio a atribuir (1.° Processo): 2()

(*) O examinando evidencia, no desenho apresentado, que a diferenga entre os argumentos de 27 e 29
¢iguala 7r.

Exemplo 3

Nao podem pois o facto de se encontrarem num "campo" oposto do outro impossibilita tal coisa.

a # (a+m) e m = 180

Cotagdo a atribuir (1.° Processo): 2(*) +- (— 1)(**) =1
(*) O examinando evidencia que a diferenca entre os argumentos de 21 e Z9 ¢&iguala TT.

(**) O examinando escreve T = 180 e utiliza linguagem incorrecta, do ponto de vista formal («campo
opostoy) - ver critério geral 6.
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Exemplo 4

(1)° = (cisa)® = 13¢cis 3 = cis 3w
()" = (cis(a+m)*> = 13 cis 3a+31 = cis 3a+7

cis 3a #cis3a+T

Cotacio a atribuir (2.° Processo): 3 + 4 + 2 + (— 1)(**) =8
(*) Justificagdo incompleta - ver critério geral 4.2.

(**) Falta de parénteses - ver critério geral 6.

Exemplo 5
(z1)* = cis 3a (2)° = cis( 3a+3m)
2w
304—1—7 = Ja+ 3w
2 2
3o+ =" = 0 a=-=-"
3 9 _ 7&_2_7
T 9
3a+3m =0 o= —m

21 € 29 tém modulos iguais mas ndo representam as raizes cubicas do mesmo complexo, porque

2m N N T
3a + 3 # 3a + 37, logo os seus argumentos ndo estdo em progressdo aritmética.

Cotacio a atribuir (2.° Processo): 3 +4+0=7

Exemplo 6

/21 = /1 cis PEZET ke {0, 1, 2)

3 Z9 = \?/TC'L'S (a—gﬂ-) ‘|_ 2]§)7r ,]{36{0, 1, 2}

Os complexos Z1 e Z9 ndo podem ser raizes cubicas do mesmo complexo porque dando valores a k nos

dois complexos eles ndo sdo iguais, ndo dando o mesmo valor.

Cotagio a atribuir: 0

V.S.F.F.
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Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.° Processo:

f(9)22—5sen29 ........................................................................................... 1
1)?2 1

1+(§) C0520 ............................................................................................. 5

COSZQZ% ........................................................................................................ 2

senzez% ........................................................................................................ 5

F(B) = T e 2

f(@):Q—Ssenze ........................................................................................... 1
senf 1

008 ) D e 2
COS O == 2SCILG .ottt 2
SENZ G A ASENZ 0 = 1 oo 6
sen?f = % ........................................................................................................ 2
F(B) = T e 2
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

2
1+ tg?6 = & 1+(%) = & 00829:%

cos? 0 cos2 0

f(9)=2—5<1_%):1?

Cotagio a atribuir (1.° Processo): 1) + 5+ 1 + 50 + 20 = 14
(*) Ver critério geral 4.5.

(**) Ver critério geral 4.3.

Exemplo 2
sen’f =1 — (

) =

f(0)=2-5x3= -

Cotacio a atribuir (1.° Processo): 1) +0+0+ 0+ 20 =3

DN [—=
(N[t

A~

(*) Ver critério geral 4.5.

(**) Ver critério geral 4.3.

Exemplo 3

f(@):2—5sen20 tg@zM

cos 6
Cotacio a atribuir (2.° Processo): 1 + 10 +0+0+0+0=2

(*) O examinando limita-se a escrever a formula que relaciona a tangente com o seno € com o co-seno, mas
nao a utiliza.

Exemplo 4
tg#=73 logo 6= 0,4636 radianos

£(0,46) = 2 — 5sen? (0,46) = 1

Cotacio a atribuir: 1)

(*) A igualdade f(@) =2 —5sen’f esta implicita e é independente do resto da resolugdo, que

desrespeita a indicagdo, expressa no enunciado, de ndo utilizacdo da calculadora - ver critérios gerais 4.5 e
7.

V.S.F.F.
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2. e e e 15

Escrever um sistema que permita obter os valores de a e de b
(porexemplo, fO)=1 A f(— %): —3) ............................................ 5

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

Fm=1 A f(5) = -3
a+bsen’(m) =1 A a+ bsen? (%) = -3

a=1 AN a+b= -3
a=1 N b= —4

Cotagdo a atribuir: 5 + 10 (3 +7(5+2)) =15

Exemplo 2
f(0)=1 a+bsen’ (0) =1
™ < T
- e (-5)-
f( 2) a + bsen 5 3
a=1 a=1 a=1
= = =
a—b= -3 1-b= -3 b=4

Cotagdo a atribuir: 5 + 6 (3 +3(19 +2)) =11

. s
(*) O examinando comete um erro grave, ao passar de a + b sen? <— 7) para a—b

<1mphc1tamente, o examinando esta a afirmar que sen? ( - 7) = — 1) - ver critério geral 4.2.

435/C/12



Exemplo 3

4
f(—7)= -3 a+b= -3
2—5= —3 Proposicio verdadeira

a=2 AN b= -5

Cotacio a atribuir: 0) 4 5(0 +5(5+0) ) =5

(*) O examinando escreve apenas uma equacio, o que nunca lhe permitiria obter os valores de @ ¢ de b.

Exemplo 4

0<sen’zr <1

0<bxsen’z<b
a<a+bxsenz<a+b
a= -3 AN a+b=1

a= —3 N b=4

Cotaciio a atribuir: 100

(*) O examinando utilizou um processo de resolucdo nao previsto nos critérios especificos, pelo que, de
acordo com o critério geral 3, compete ao classificador decidir a cotago a atribuir. O examinando comete
um erro grave, na segunda etapa, pois tais desigualdades s6 seriam verdadeiras se b fosse positivo. As

restantes etapas estdo correctas.

Exemplo 5

a+bsen’x=0<sen’x = —%

Cotacio a atribuir: 0

V.S.F.F.
435/C/13



Substituir £ por 0 (Vernotas 1€ 2)..........cccccveviiiieiciiiiiceeece e 3
Valor pedido = 5,4 (vernotas 2,3 € 4)..........cccoocveeeeeeeieeee et 3
Notas:

1. Se o examinando substituir x por 10, deve ser penalizado em 1 ponto
(no enunciado, nido é dito que as duas paredes tém a mesma altura,
embora o desenho o sugira).

2. Se o examinando ndo atribuira x o valor 0 ou 10, devera ter a
cotagio de 0 (zero) pontos, nas duas etapas.

3. Se o examinando nao apresentar o resultado arredondado as décimas,
ou ndo o arredondar correctamente, deve ser penalizado em 1 ponto.

4. Se o examinando, nos calculos intermédios, ndo conservar, no minimo,
trés casas decimais, deve ser penalizado em 1 ponto. Note-se, no
entanto, que ndo se exige a apresentacéo de calculos intermédios, isto

é, o examinando pode escrever, simplesmente, h(0) = 5,4.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
h(0) = 5,4
Cotagdo a atribuir: 3 +3 =6

Exemplo 2

h(0) =15—4In(11) =15—-4x2,3=15-9,2=538
Cotacio a atribuir: 3 + 20 =5

(*) Vernota 4.

Exemplo 3

h(0) = 15 — 41In(11) = 5,4

h(10) =15 — 4In( — 10 + (10 x 10) + 11) = — 6,4
A parede ¢ igual a h(O), logo a altura da parede A é 5,4 m
Cotacdio a atribuir: 3+ 3 + (— 1) + (- 1) =4
(*) O examinando escreve «4 parede é igual a h(O)».

(**) Apesar de desnecessario (o que o examinando ndo refere), penalizou-se em 1 ponto o calculo de
h(lO), porque esta mal calculado e por ter sido obtido um nimero negativo.

435/C/14



Exemplo 4
Recorrendo a maquina grafica coma janela: xmin= —1; xmax=12; ymin= —1; ymax==6

conclui que a altura das paredes A e B eram iguais e que tém 5,4 m

Cotacio a atribuir: 3C")

(*) O examinando utilizou um processo de resolucdo ndo previsto nos critérios especificos, pelo que, de
acordo com o critério geral 3, compete ao classificador decidir a cotacdo a atribuir. O examinando afirma
que utilizou a maquina grafica e refere a janela utilizada, o que sugere que obteve o grafico da fungdo na
calculadora. Como o valor esta correcto, mas a justificacdo estd muito incompleta, dado que ndo existe
qualquer referéncia ao que foi feito com a calculadora (para além da janela utilizada), decidiu-se atribuir

metade da cotagdo prevista para esta questdo.

Exemplo 5

h(5) = 15— 41n(86) = 0,7m
Cotacio a atribuir: 0 + 0% =0
(*) Vernota 2.

Exemplo 6
h(10 — z
h(10 — z

=15—4In(— (10 — 2)> + 10 x (10 — z) + 11)
=15 —41In( — 3,18 + 17,83 + 11)

h(10 — z) = 15 — 41n(25,65)

h(10 — z) = 15— 12,978

h(10 — z) = 2,022
Cotagdo a atribuir: 0 +0 =0

~— ~— — —

Exemplo 7
h(z)=15—4In( — 22 + 10z + 11) = 1,06

Formula Resolvente:

—10++/100+44 —10++/144

r=11Vz= —1
Cotacdo a atribuir: 0 +0 =0

V.S.F.F.
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0 16

DeterMinar A/ (&) oot 5
Evidenciar a inteng&o de derivar A ()., 1
Derivada de In ( — 224 10z + 11) .................................... 3
Restantes Calculos ..., 1

Determinar 0 ZEro A€ A/ ..., 5
Escrever a equagdo h' () = 0 oo 1
Restantes CalCulos ..., 4

Estudo do sinal de h’ e consequente conclusao, relativamente a
monotonia e extremo de h (estudo que pode ser apresentado

através de UM QUAAIO) ....coouiiiiiiiiiee et 4
Primeira linha do quadro (relativa a variavel x) ..........cccccoeee.... 1
SINALAE A oo 1
Relacdo entre o sinal de h’ e a monotoniade A.......c.cc........... 1
Referéncia ao minimizante ...........cccocoeiiiiiii i 1

Concluséo final: Como o ponto procurado é o que tem abcissa
igual a 5, confirma-se que é o ponto equidistante das duas
paredes (OU €QUIVAIENTE) .......coiiii it e e e e 2

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
—2x4 10 8z — 40

/ _ _
h'(z) = —4X =5 07 v 11 = —22+ 10z £ 11

h'(z) =0 & 8z — 40=0 & z=5

8 x4 — 40 -8 .
h'(4) = “ P 10x4 511 — 35  hegativo.
8x6 — 40 8 .-
h'(6) = (— 6)2—|— 10x6+ 11 = J07 positivo.
z |0 ) + 00
h'(x) - 0 +

h(z) T min | —

Como a distancia entre as paredes ¢ 10 m o ponto que estd 5 m afastado da parede A, encontra-se

igualmente afastado da parede B, o que significa que x = 5 seré a abcissa do ponto médio entre as paredes.

Cotaciio a atribuir: 5(1 +3+1) +5(1+4) +3(00 +1+1+1)+2=15

(*) A primeira linha do quadro ndo respeita o dominio da fungio h, que é [O, 10]

435/C/16



Exemplo 2

(—x2—|— 103c+11)/ B —224+ 10
In(—z?24+ 10z + 11) = In(—22+4 10z 4 11)

h'(z) =

h'(z) =0« —2z +10=0 & z=5

Rz | — 0 +

h(x) T~ | min| —

5 ¢ a altura minima

Cotagio a atribuir: 2(1 + 10 +0) +5(14+4) +3(1 + 0" + 1" +1) + 0= 10
(*) O examinando comete um erro grave na derivada do logaritmo - ver critério geral 4.2.

(**) O examinando ignora o factor — 4.

(***) O sinal da derivada esta errado, relativamente a expressio obtida para h'.

(****) A relagdo entre o sinal da derivada e a monotonia da fung@o esta correcta.

Exemplo 3

—2x4 10
h/(a:):_x2+x10x+11 h(z)=0& —22+ 10=0 & z=35

Cotaciio a atribuir: 4(1+3+0) +5(1+4)+00+0+0+0)+0=9

(*) O examinando ignora o factor — 4.

Exemplo 4

—2xz+ 10
—x24+ 102 + 11

h'(z) =0—4x
h'(z) =0 —22x 4+ 10=0 & z=5

T = 9 ¢é o minimo da fungio portanto esse é o ponto equidistante das duas paredes.

Cotagdo a atribuir: 5(1+3 +1) +5(1+4) +0(0+0+0+0)+ 0" =10
(*) O examinando confunde minimizante com minimo, e a conclusdo estd mal redigida, para além de ndo
respeitar completamente o pedido feito no enunciado (de que a conclusdo deveria resultar do estudo da

fungdo, quanto & monotonia).

V.S.F.F.
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Mostrar que A(5 — &) = A5 4 ). 10
h(5—2)=15—4ln(— (5—2)> +10(5 — ) + 11 )eccrvccc. 1
h(5+z)=15—4ln(— (54+z)° +10(5+2) + 11 ). 1
Desenvolvimento dos quadrados dos bindmios ............c.ccceee...... 4 (2+2)
Restantes calculos (vernota1) ........cccccooviiiieeeieiiiiciieeeeee, 4 (2+2)

Interpretac@o (VEr NOta 2) .........ooooiiiiiiiieeeeee e 6

Notas:

1. Se o examinando, ao concluir os calculos, ndo tiver obtido uma
condigdo que seja trivialmente universal, deve ser penalizado em 2
pontos, nesta etapa.

2. Exemplo de interpretagao correcta:

Pontos equidistantes (para a esquerda e para a direita) do meio da
rampa estdo a mesma altura.

A interpretacao deve ser cotada de acordo com o seguinte critério:

Nivel 1 | Nivel 2
Interpretagdo completa 6 40ub
Interpretacéo incompleta 3 1ou?2
Interpretacao errada ou auséncia de interpretacao 0 0

Nivel 1 - Interpretacdo bem redigida e sem erros de linguagem
matematica.

Nivel 2 - Interpretacdo mal redigida ou com erros de linguagem
matematica.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos
Exemplo 1
Tomando & como 5
h(5—z)=h(5+z) < h(0) = h(10) &
&15—4In(— 02410 x0+11)=15—4In(— 102 +10x 10+ 11) <«
< 15—4In(11)=15—-4In(11) < 54=5,4

O ponto mais baixo da rampa estd equidistante dos extremos, logo = para um lado e para o outro terd a
mesma altura.

Cotagdo a atribuir: 0(0+0+0(0+0)+0(0+0)) +4=14
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Exemplo 2
h(b5—xz)=h(b+2x) &

S15—4ln(—- 5-2)+10(5—xz)+11) =
=15—4ln(— 5+2)’+10(5+z)+11) <

& 4In(— 22 — 10z — 25+ 50 — 10z + 11) =
—4ln(— 224+ 10z —25+50 — 10z +11) <

< — 10 =4+100 &= —=x

De facto, h(5 - 1’) = h(5 + 1:) pois a rampa apresenta uma simetria com centro no seu ponto mais

baixo h(5).

Cotagdo aatribuir: 5(1+1+2(1+1)+1(24+1-29))4+4=9
(*) Vernota 1.

Exemplo 3

h(5—z)=15—4ln(— (5—x)* +10(5 —z) +11) =
=15—4In(—25+10x — 22 +50 — 10x + 11 ) =
=15—4In(— 2% +41)

h(5+z)=15—4ln(— (54+z)° +10(5+z)+11) =
=15—4In(—25—-10z — 22 +50+ 10z + 11) =
=15—4In(— 22 +41)

h(5—z)=h(5+ )

O € a distAncia média de A a B.
9 — x ¢ adistancia do meio para a esquerda € 9 + & é a mesma distancia do meio para a direita.
Isto significa que a altura de dois pontos simétricos a T = 9, é igual.

Cotaciio a atribuir: 8 (1 +1+4(24+2)+2(1+1))+5=13

Exemplo 4
Tomando como = 5 o ponto médio da distdncia entre as paredes todos os pontos equidistantes de

£ = 5 tém a mesma altura

Cotaciio a atribuir: 0 (0+0+0(0+0)+0(0+0))+5=5

V.S.F.F.
435/C/19



G R aaREEEEEEE e REEEEEE L iR R e e e e r i aaa 16

Explicagdo do método utilizado para resolver o problema

Proposto (VEr NOTA 1)........ooeiiiiiiiieee e 10
Abcissa pedida &2 1,2 (Vernota 2) ..........ccccceeeeeeeeeeeeee e 6
Notas:

1. Podem ser utilizados, pelo menos, trés processos diferentes para
resolver o problema proposto:

1.° Processo:
Determinar analiticamente [ () ..o, 5
Esbogar o grafico de f” e assinalar o zero desta fungéo .............. 5

2.° Processo:
Referir a utilizagdo da ferramenta da calculadora que permite
obter o grafico da derivada de uma fungao ..........cccccceeveeeiiiiiieeennn. 5

Esbocar o grafico de f” e assinalar o zero desta fungéo .............. 5

3.° Processo:
Esbogar o grafico de f’ e assinalar o minimo desta fungéo ........ 10

2. A escrita da abcissa pedida deve ser cotada de acordo com o seguinte
critério:

1.° Caso (apresentagdo do resultado arredondado as décimas, de
acordo com o enunciado):

RESPOSIA 1,2 .o 6
=TT oo ] o= N R 5
Resposta 1,3 ou 1,0 .oooiiiiiieeeeeeeeee e 2
Outros resultados .........ccoecviiiiiiiiiie e 0

2.° Caso (apresentagéo do resultado com aproximagao superior as décimas):

Valor no intervalo [ 1,10 ; 1,20] ...c.ovevierrenrieenrieiecneineeeeene. 4
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao

intervalo [ 1,00 ; 1,30] .o, 1
OULros resUlados ........cocveeeiiiiiiee e 0

3.° Caso (apresentacgao do resultado arredondado as unidades):
Valorigual @ 1 ..cooooiiieee e 1

OULroS reSUltAdOS ... e 0
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos
Exemplo 1
O ponto de inflexdo do grafico de f é o extremo de f'

Graficode f':

| Lis

\ 4

A abcissa do ponto de inflexdo do graficode f ¢ 1,2
Cotagdo a atribuir: 10 +6 = 16

Exemplo 2
f'(x) = ((z+1)e* —10z) = (z +2)e* — 10

A

1,15

f'(x) =0z~ 1,15

O ponto de inflexdio ¢ 1,2
Cotagdo a atribuir: 10(5 +5) +6+(— 1) = 15

(*) O examinando escreveu uma frase incorrecta, do ponto de vista formal (O ponto de inflexdo é 1,2) -
ver critério geral 6.

V.S.F.F.
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Exemplo 3

Introduzi f ’(1:) na calculadora, pedi para tragar o grafico e achei os zeros.
Obtive f'(z) =0 — =z = 0,13 V = = 1,88

Tem dois pontos de inflexao.

Cotagdo a atribuir: 0 +0= 0

Exemplo 4
f'(z) = ((z+1)e" —10z) = 1x e — 10
Fiz o grafico de f” na calculadora e determinei o zero de f”/ com a ferramenta Root e deu 2,3

Cotagio a atribuir: 3 (10 4 20) + 659 = 9
(*) O examinando comete um erro muito grave no calculo da derivada - ver critério geral 4.2.
(**) O examinando ndo esboga o grafico da fungdo f ', que obteve, mas evidencia a procura do seu zero.

(***) Ver critério geral 4.3.

Exemplo 5

(z+1)e* —10z) = (z +2)e* — 10
((z+2)e" —10) = (z +3)e”
(x+3)e"=0< = —3

Cotacio a atribuir: 5(5+0)+0= 5
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Probabilidade pedida = 57,9 % .oooeoieeee e 5
Indicarasoma (40 +6,5+69+1,24+294+0,4)% .......... 4
Probabilidade igual @ 57,9 % ..ccoeoeeieeeeeeeeeeeeee e 1

B ou
P(Q) =1 = P(O) ot 2
P(O) = 57,9 % oot 3
Probabilidade pedida = 58 %  (VErnota) ..............cccccoooiiiieniieiieie e 1
Nota:

O ponto relativo a esta etapa s6 devera ser atribuido se a etapa anterior nao tiver
sido cotada com 0 (zero) pontos.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
P(0) = 5= P(O) = 0,159
P(O)=1-0,159 = 0,841 P(O)=284%

Cotagio a atribuir: 2(2(*) +0) + 109 =3
(*) O examinando utiliza correctamente a formula P (U) =1-P(0)
(**) O examinando ndo teve a cotagdo de 0 (zero) pontos, na etapa anterior, ¢ escreveu correctamente o

valor que obteve para P ( [9 ), na forma pedida - ver nota e critério geral 4.3.

Exemplo 2

A B AB O
Rht | 40% | 6,9% | 2,9% | 354% | 85,2%
Rh™ | 6,6% | 1,2% | 04% | 6,7% | 14,8%
46,5% | 8,1% | 3,3% |42,1% | 100 %

P(0) =42,1% P(O) =100% —42,1% = 57,9 %

Cotacdio a atribuir: 5(2+3)+0=25

Exemplo 3

P(O)=40%+65%4+69%+12%+29%+0,4%

P(O) =567 % P(O)=57T%

Cotagdo a atribuir: 4(44+0)+1=5

V.S.F.F.
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Identificar 0 pedido com P (A | RA™) wvirireeieieieeeieieeeve e, 5
_ 6,5 %

P(A | Rh ) = m ...................................................................................... 4

Probabilidade pedida =~ 44 %  (VEr nota) ...........ccccoooveiriierieieieeee e 1

Nota:

O ponto relativo a esta etapa s6 devera ser atribuido se a etapa anterior nao tiver
sido cotada com 0 (zero) pontos.

Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1
P(Rh-|A) P(Rh~ N A) 6,5

P(A) ~ 46,5

=14%

Cotaciio a atribuir: 0+ 4 + 1 =5
(*) Ver critério geral 4.3.

(**) Ver nota e critério geral 4.3.

Exemplo 2
P(ANB
P(AIB) = 222 =04 %

Cotacio a atribuir: 5) +44+0=9
(*) Apesar de o examinando ndo ter referido o significado que atribuiu aos acontecimentos A e¢ B, 0s

valores apresentados evidenciam uma identificagdo correcta desses acontecimentos.

Exemplo 3
Total
A
= 6,5% em 100 Rh~ = 14,8
Rh—
65 _ 0,065 _ o, _ o
P = 148 = 0,148 =0,4=43,9%

Cotagdo a atribuir: 5+44+0+(—1) =8

(*) Ver critério geral 6.
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A composicao deve contemplar os seguintes pontos:

1. Referéncia a Regra de Laplace:
1.1. Referir a equiprobabilidade dos casos possiveis.
1.2. Referir que a probabilidade de um acontecimento é igual ao quociente
entre o numero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis.

2. Explicagédo da contagem do numero de casos possiveis:
2.1. Referir que 25020 € 0 numero de maneiras de escolher o grupo de
vinte jovens que vao ao cinema.
2.2. Referir que 20! é o numero de maneiras de os jovens se sentarem nos
vinte lugares disponiveis.

3. Explicagao da contagem do nimero de casos favoraveis:

3.1. Referir que 2C}y x ¥y € o ndmero de maneiras de escolher dez
rapazes, entre os doze, e dez raparigas, entre as treze.

3.2. Referir que o factor 2 deriva do facto de existrem as duas
possibilidades seguintes: os rapazes a frente e as raparigas atras, ou
ao contrario.

3.3. Referirque 10! x 10! é o numero de maneiras de os dez rapazes e
as dez raparigas se sentarem nos dez lugares de cada uma das
respectivas filas.

Na tabela seguinte, indica-se como esta questao deve ser cotada:

Forma Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Conteudo (%) (%) (%)
A composigao contempla 16 15 14
os sete pontos.
A composigao contempla 14 13 12
seis pontos.
A composigao contempla 12 11 10
cinco pontos.
A composigdo contempla 10 9 8
quatro pontos.
A composigdo contempla 7 6 5
trés pontos.
A composigao contempla 5 4 3
dois pontos.
A composi¢ao contempla 3 2 1
um ponto.

(%) Nivel 1 - Redaccao clara, bem estruturada e sem erros (de sintaxe, de

pontuagéo e de ortografia).

(%) Nivel 2 - Redaccao satisfatoria, em termos de clareza, razoavelmente
estruturada, com alguns erros cuja gravidade nao afecte a
inteligibilidade.

(xxx) Nivel 3 - Redaccdo confusa, sem estruturacdo aparente, presenca de
erros graves, com perturbagao frequente da inteligibilidade.

V.S.F.F.
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Exemplos de possiveis respostas dos examinandos

Exemplo 1

De acordo com a Regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento ¢ igual ao quociente entre o
numero de casos favoraveis a esse acontecimento e o nimero de casos possiveis, quando estes sdo todos
equiprovaveis.

Vejamos o nimero de casos possiveis: existem 2°Cy, maneiras diferentes de escolher vinte, dos vinte e
cinco jovens, para irem ao cinema; para cada uma destas maneiras, existem 20! maneiras diferentes de
esses vinte jovens ocuparem os vinte lugares disponiveis.

Vejamos agora o nimero de casos favoraveis: existem 12010 x 13Cy maneiras diferentes de escolher dez,
dos doze rapazes, e dez, das treze raparigas, para irem ao cinema; para cada uma destas maneiras, existem
2 x 10! x 10! maneiras diferentes de esses jovens ocuparem as duas filas, de acordo com o enunciado (os
rapazes podem ficar na fila da frente e as raparigas na de tras, ou ao contrario; para cada uma destas duas
maneiras, existem 10! maneiras diferentes de os dez rapazes ocuparem os dez lugares da sua fila e, de igual
modo, existem 10! maneiras diferentes de as dez raparigas ocuparem os dez lugares da sua fila).

Cotagio a atribuir: 160
(*) A composigdo contempla (correctamente) todos os pontos, numa redacgado clara, bem estruturada e sem
erros.

Exemplo 2

As 2C 10 © BC 10 sdo as diferentes posi¢des que os rapazes ¢ as raparigas podem ocupar dentro de cada
fila, estda a multiplicar por 2 porque os rapazes podem estar na fila da frente ou na fila de trds o mesmo
acontece com as raparigas. Em seguida, multiplicou-se por 10! x 10! porque sdo as diferentes posicdes
que os rapazes ocupam na mesma fila e as diferentes posi¢des que as raparigas ocupam na outra fila. Isto
descrito anteriormente sdo os casos favoraveis. Os casos possiveis sdo as 25020 sdo as diferentes
combinagdes que eles podem apresentar estd a multiplicar por 20 ! porque sdo as diferentes posigdes que
eles podem ocupar.

Tendo em conta a Lei de Laplace a probabilidade de um acontecimento qualquer ¢ o nimero de casos

12010><13010><2><10 1x10!

favoraveis sobre o nimero de casos possiveis, dai a equacéo 500 %201
20 .

Cotagdo a atribuir: 8
(*) A composi¢ao contempla (correctamente) quatro pontos (1.2, 2.2, 3.2 e 3.3), numa redac¢do confusa e
com erros graves, nomeadamente o designar por equacdo uma expressao fraccionaria.

Exemplo 3

Comecando com o numero de casos possiveis podemos observar que o elemento 25020 refere-se ao
numero de jovens que tiveram direito a bilhete. Este elemento é multiplicado por 20! pois sio
consideradas as permutagdes entre os sujeitos.

Quanto ao numero de casos favoraveis, o nimero 2o 10 refere-se ao nimero de rapazes na mesma fila, o

ntimero 13C 10 refere-se ao numero de raparigas na mesma fila. Os elementos 2 ¢ 10! sdo respectivamente
as permutacdes de filas e as permutagdes dentro de cada fila.

Finalmente segundo a regra de Laplace a probabilidade é igual ao nimero de casos favoraveis sobre o
numero de casos possiveis.

Cotagdo a atribuir: 6
(*) A composicao contempla (correctamente) trés pontos (1.2, 3.2 e 3.3), numa redacg¢do satisfatoria.
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Exemplo 4

A solugdo acima transcrita pode ser explicada da seguinte forma: sabendo que s6 existem 20 bilhetes para
25 pessoas € necessario excluir 5 pessoas mas dessas 5, duas tém que ser rapazes e trés raparigas, caso
contrario nio satisfaz o problema. Assimescolhe-se 10 dos 12 rapazes e 10 das 13 raparigas e chegamos as
12C10 % 13010_

Agora, tendo em conta que ha duas filas com 10 lugares e a escolha da fila também ¢ aleatoria, chegamos a
2 x 10! x 10!. Isto da-nos a probabilidade de escolher a fila e depois em cada fila ocupar os 10 lugares.
Por fim, temos que ter em conta que no inicio eram 25 jovens e que foram escolhidos ao acaso 5 para
sairem. Assim 2° C9 x 20!. O que nos d4 a escolha dos 20 jovens pelos 20 bilhetes.

Cotacio a atribuir: 5
(*) A composigdo contempla (correctamente) trés pontos (3.1, 3.2 € 3.3), numa redacgao confusa.

V.S.F.F.
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