PROVA 635/C/11 Pags.

EXAME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO

12.° Ano de Escolaridade
(Decreto-Lei n.° 286/89, de 29 de Agosto — Programas novos
e Decreto-Lei n.° 74/2004, de 26 de Mar¢o)

Duracao da prova: 150 minutos 1. FASE
2007

PROVA ESCRITA DE MATEMATICA A/ MATEMATICA

COTACOES
Grupol ..., (7 X9 pontoS)...cceeeeveeiiiiiiieeee 63 pontos
Cadarespostacerta ........ccocceeeeeiiiiiiiiiii e 9 pontos
Cada resposta errada...........cccceeeeeeiiiiiiiieiiee e 0 pontos
Cada questado nao respondida ou anulada ........................... 0 pontos
Grupo l ... 137 pontos
e 21 pontos
s PSSR 11 pontos
12 10 pontos
2 22 pontos
2.0 s 10 pontos
2.2, 12 pontos
B 10 pontos
oo, 18 pontos
L 34 pontos
B 16 pontos
B2 18 pontos
B i 32 pontos
B. 1. e 16 pontos
B.2. e 16 pontos
TOTAL .o 200 pontos
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CRITERIOS GERAIS DE CLASSIFICAGAO

Grupo |

A auséncia de indicagdo da versdo da prova implica a anulagéo de todos os itens de escolha
multipla.

Devem ser anulados todos os itens com resposta de leitura ambigua (letra confusa, por
exemplo) e todos os itens em que 0 examinando dé mais do que uma resposta.

Grupo Il

1. Se o0 examinando se enganar na identificacao do item a que esta a responder, ou se a omitir,
mas, pela resolugdo apresentada, for possivel identifica-lo inequivocamente, a resposta
deve ser vista e classificada.

2. Se o examinando apresentar mais do que uma resposta a um item, e nio indicar, de forma
inequivoca, a que pretende que seja classificada, deve ser vista e classificada apenas a que
se encontra em primeiro lugar, na folha de resposta.

3. As classificagdes a atribuir as respostas dos examinandos sdo expressas, obrigatoriamente,
em numeros inteiros.

4. Num item em que a respectiva resolugdo exija calculos e/ou justificagdes, a classificacdo a
atribuir a resposta deve estar de acordo com os seguintes critérios:

+ Se o examinando se limitar a apresentar o resultado final, a classificagdo deve ser de
zero pontos.

+ Se 0 examinando ndo se limitar a apresentar o resultado final, a classificagdo deve ser a
soma algébrica das classifica¢des atribuidas a cada etapa, de acordo com o disposto nos
pontos 6, 7, 8, 9, 10 e 11 destes critérios gerais. Se a soma for negativa, a classificagéo a
atribuir é de zero pontos.

5. Alguns itens da prova podem ser correctamente resolvidos por mais do que um processo.
Sempre que o examinando utilizar um processo de resolugdo ndo contemplado nos critérios
especificos, cabera ao professor classificador adoptar um critério de distribuicdo da cotagéo
que julgue adequado e utiliza-lo em situagdes idénticas. Salienta-se que deve ser aceite
qualquer processo cientificamente correcto, mesmo que envolva conhecimentos nao
contemplados no Programa da disciplina.

635/C/2



6. A cotagédo de cada item estd subdividida pelas etapas que o examinando deve percorrer
para o resolver.

6.1. Em cada etapa, a cotagéo indicada € a maxima a atribuir.

6.2. O classificador ndo pode subdividir, em cotac¢des parcelares, a cotagdo atribuida a

cada etapa.

Caso uma etapa envolva um unico passo, testando apenas o conhecimento de um sé

conceito ou propriedade, e a sua resolugdo nao esteja completamente correcta, deve

ser atribuida a classificagdo de zero pontos.

Caso uma etapa envolva mais do que um passo (por exemplo, o calculo da derivada

de uma funcgéo, a resolugdo de uma equagdo, a obtencdo de uma expressdo em

funcdo de uma variavel, etc.) e a sua resolugdo esteja incompleta, ou contenha

incorrecgbes, a classificacdo a atribuir deve estar de acordo com o grau de

incompletude e/ou a gravidade dos erros cometidos. Por exemplo:

* erros de contas ocasionais devem ser desvalorizados em um ponto;

» erros que revelem desconhecimento de conceitos, regras ou propriedades devem
ser desvalorizados em, pelo menos, metade da cotacdo da etapa;

» transposicdes erradas de dados do enunciado devem ser desvalorizadas em um
ponto, desde que o grau de dificuldade da etapa n&do diminua;

» transposicdes erradas de dados do enunciado devem ser desvalorizadas em, pelo
menos, metade da cotagdo da etapa, caso o grau de dificuldade da etapa diminua.

6.3. Nas etapas cuja cotacdo se encontra discriminada por niveis de desempenho, o
classificador deve enquadrar a resposta do examinando numa das descricdes
apresentadas. O classificador ndo pode atribuir uma cotagédo diferente das indicadas.

6.4. No caso de o examinando cometer um erro numa das etapas, as etapas subsequentes
devem merecer a respectiva classificagdo, desde que o grau de dificuldade ndo tenha
diminuido, e o examinando as execute correctamente, de acordo com o erro que
cometeu.

6.5. Caso o examinando cometa, numa etapa, um erro que diminua o grau de dificuldade
das etapas subsequentes, cabe ao classificador decidir a classificacdo maxima a
atribuir a cada uma destas etapas. Em particular, se, devido a um erro cometido pelo
examinando, o grau de dificuldade das etapas seguintes diminuir significativamente, a
classificacdo maxima a atribuir a cada uma delas ndo devera exceder metade da
cotagdo indicada.

6.6. Pode acontecer que o examinando, ao resolver um item, ndo percorra explicitamente
todas as etapas previstas nos critérios especificos. Todas as etapas nao percorridas
explicitamente pelo examinando, mas cuja utilizacdo e/ou conhecimento estejam
inequivocamente implicitos na resolucao do item, devem receber a cotacdo indicada.

7. Quando, num item, € pedida uma forma especifica de apresentagéo do resultado final (por
exemplo, «em minutos», «em percentagem», etc.), este deve ser apresentado na forma
pedida. Se o resultado final apresentado pelo examinando nao respeitar a forma pedida no
enunciado (por exemplo, se o enunciado pedir o resultado em minutos, e o0 examinando o
apresentar em horas), devem ser atribuidos zero pontos a etapa correspondente ao
resultado final. No entanto, a resposta ndo deve ser desvalorizada caso o examinando nao
indiqgue a unidade em que é pedido o resultado (por exemplo, se o resultado final for 12
minutos, ou 12 metros, € 0 examinando escrever simplesmente 12, ndo se deve aplicar
nenhuma desvalorizagdo). Se nado for pedido um resultado final com aproximacgéo, o
examinando deve apresentar o valor exacto. Se o examinando apresentar, como resultado
final, uma aproximacao do valor exacto, deve ser aplicada uma desvalorizagdo de 1 ponto
na etapa correspondente ao resultado final.

V.S.F.F.
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8. O examinando deve respeitar sempre a instrucdo relativa a apresentacdo de todos os
calculos e de todas as justificagdes. Se, numa etapa, o examinando ndo respeitar esta
instrugéo, apresentando algo (valor, quadro, tabela, grafico, etc.) que ndo resulte de trabalho
anterior, deve ser atribuida a cotagdo de zero pontos a essa etapa. Todas as etapas
subsequentes que dela dependam devem ser igualmente classificadas com zero pontos.

9. O examinando deve respeitar sempre qualquer instrugdo relativa ao método a utilizar na
resolugdo de um item (por exemplo, «sem recorrer a calculadora», «equacione o problemay,
«resolva graficamente», etc.). Na resolucdo apresentada pelo examinando, deve ser
inequivoco, pela apresentagdo de todos os calculos e de todas as justificagdes, o
cumprimento da instrugdo. Se tal ndo acontecer, considera-se que o examinando n&o
respeitou a instrucdo. A etapa em que se da o desrespeito e todas as subsequentes que
dela dependam devem ser classificadas com zero pontos.

10. Se, na resolucdo de um item, o examinando utilizar simbologia, ou escrever uma expressao,
inequivocamente incorrecta do ponto de vista formal (por exemplo, se escrever o simbolo de
igualdade onde deveria estar o simbolo de equivaléncia), a classificacao total a atribuir a
resposta deve ser reduzida em um ponto. Esta desvalorizagéo n&o se aplica no caso em que
tais incorrecgdes ocorram apenas em etapas classificadas com zero pontos, nem a
eventuais utilizagdes do simbolo de igualdade, onde, em rigor, deveria estar o simbolo de
igualdade aproximada.

11. Existem itens em cujo enunciado € dada uma instrucao relativa ao nimero minimo de casas
decimais que o0 examinando deve conservar sempre que, em calculos intermédios, proceder
a arredondamentos. Indicam-se, a seguir, as desvaloriza¢des a aplicar, na classificagéo total
a atribuir a resposta, em caso de desrespeito dessa instrugcdo e/ou de arredondamentos mal
efectuados.

Todos os valores intermédios estdo de acordo com a instrugdo, mas existe,
pelo menos, um valor intermédio mal arredondado...............cccccoo -1 ponto

Todos os valores intermédios estdo bem arredondados, mas existe, pelo
menos, um que ndo esta de acordo com @ INSrUGA0. .........ceiiiiiiiiiiieeeiiiieee e -1 ponto

Existe, pelo menos, um valor intermédio mal arredondado e existe, pelo
menos, um que n&o esta de acordo com @ iNStrUGAO .........cooviiiiiiiiiieriiiiiieeeee e -2 pontos
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1.1.

CRITERIOS ESPECIFICOS DE CLASSIFICAGAO

Grupo |
Cadarespostacerta .........ccccooeeiiiiiiiiiiiiicee e 9 pontos
Cadaresposta errada...........cccceeeeeiiiiiiiiieeicc e 0 pontos
Cada questao nao respondida ou anulada .......................... 0 pontos

As respostas correctas sdo as seguintes.

Itens 1123 |4 7
Versaio1 | D|D|C|B|A|C|D
Versao2 |C|C|A | D B

Grupo Il

.................................................................................................................... 11

Apresenta-se a seguir um exemplo de resposta:

Utilizando a regra do paralelogramo pode concluir-se que w = z + z.
Recorrendo a representagéo trigonométrica de z e z, resulta que
z 42z = cis(a) + cis(-a) = 2 cos a.

A classificacao deve ser atribuida de acordo com o seguinte critério:

Utilizar a regra do paralelogramo para concluir que W = 2 + 2 ..cccceeiviiiiiieereeeenenes 6

Somar z com Z para obter o resultado pedido .........cccoiiiiiiiii 5

Nota:

Uma alternativa consiste em comegar por concluir que z 4+ z = 2 cos «, e utilizar
argumentos geométricos para concluir que a «abcissa de C'» =2 cos a.

Se forem percorridas estas etapas, a cotacao deve ser atribuida de acordo com o
seguinte critério:

Calcular 2 4+ Z € Obter 2 -+ Z = 2 COS (lunanaeee e 5

Utilizar argumentos geométricos para concluir que a «abcissa» de

V.S.F.F.
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1 10

3
Imposicéo que ZT seja real (ver nota) e respectiva tradugao analitica .............. 6

Esta cotagéo deve ser distribuida de acordo com as seguintes etapas:

@SCrever 2% = CiS(B) oo 2

escrever 273 =cis (Ba — %) .......................................................... 2

escrever 3o — % =KT, K € Do, 2
(N0 [0 o= To o F= =T o [ U F=To== o R PP 2

Aceitacdo da unica solugao (a = %) de acordo com a restricdo indicada no
(=1 018 Lo7 =T [ TS PP 2

Nota:

Uma alternativa consiste em impor que o numero 2z
puro, que conduz directamente a 3a = g + k7, k € Z, omitindo a

3 seja um imaginario
. T Z3 . s .
etapa intermédia = as (3a — §) da resolugéo anterior. Em

conformidade, as cotagbes desta etapa e da seguinte (da resolugao
anterior) devem fundir-se numa cotagéo unica de 4 (quatro) pontos,

associada a escrita da equagio 3o = g + km, k € Z.

720 10

Existem trés possibilidades para a resolucao deste item: (ver nota 1)

Provarque P(A N B) = P(A)P(B) (Vver nota 2)........c.cccoccoevvurerririunnene. 10

Provar que P(A|B) = P(A), notando que P(B) # 0 (ver nota 3)............ 10

Provar que P(B|A) = P(B), notando que P(A) # 0 (ver nota 4)........... 10

Notas:

1. As segunda e terceira hipoteses podem ainda desdobrar-se no calculo de

P(A N B) e na utilizagao da formula da probabilidade condicionada. Se
essa for a escolha do examinando, as sucessivas etapas tém a mesma
cotacao (2 pontos) das etapas idénticas referidas na primeira hipotese. Se

o examinando nao referir o facto do néo anulamento de P(A) (P(B)), a
resposta deve ser desvalorizada em 1 ponto.
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2. Se o examinando escolher esta possibilidade, a classificacdo deve ser
distribuida de acordo com o seguinte critério:

Indicar correctamente o nimero de casos possiveis no contexto
do espaco de resultados associado ao problema (93, ou
L=To [UTA 2= 1T o TSR 2

Indicar correctamente o nimero de casos favoraveis associado

a probabilidade de A N B (SAQ, ou equivalente) ....................................... 2
Indicar correctamente o nimero de casos favoraveis associado
a probabilidade de A (92, ou equivalente) ................................................. 2
Indicar correctamente o nimero de casos favoraveis associado
a probabilidade de B (9A3, ou equivalente) ............................................... 2
Concluir que P(A N B) = P(A) P(B) ................................................. 2

3. Se o examinando escolher esta possibilidade, a classificagdo deve ser
distribuida de acordo com os seguintes critérios:

Indicar correctamente o numero de casos possiveis associado a
probabilidade de A dado B (9A3, ou equivalente) .................................... 2

Indicar correctamente o nimero de casos favoraveis associado
a probabilidade de A dado B (SAZ, ou equivalente) ............................... 2

Indicar correctamente o nimero de casos possiveis e favoraveis
associado a probabilidade de A

(93 e 92, ou equivalente, respectivamente) .............................. (1+2) 3
Referéncia ao facto de ser P(B) F 0 1
Concluir que P(A|B) = P(A) oo 2

4. Se o examinando escolher esta possibilidade, a classificacdo deve ser
distribuida de acordo com os seguintes critérios:

Indicar correctamente o nimero de casos possiveis associado a
probabilidade de B dado A (92, ou equivalente) ........................................ 2

Indicar correctamente o nimero de casos favoraveis associado
a probabilidade de B dado A (8A2, ou equivalente) ................................. 2

Indicar correctamente o nimero de casos possiveis e favoraveis
associado a probabilidade de B

(93 e 9A3, ou equivalente, respectivamente) ...................................... (1+2) 3

Referéncia ao facto de ser P(A) ZE 0 e 1

Concluir que P(B | A) = P(B) coivovecooieeeeeeeiieeseeeeeeeseeeeseseeee 2
V.S.F.F.
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Para que a composicdo possa ser considerada completa devera contemplar
explicitamente os seguintes pontos:

» referéncia a quantos numeros de trés algarismos diferentes se podem formar
com os algarismos 1,2, 3,4,5,6,7,8¢e9;

» referéncia a quantos destes numeros, de trés algarismos diferentes, sdo
formados por algarismos impares;

* o0 reconhecimento de que o resultado final € a diferengca destas duas
quantidades.

A classificagao deve ser atribuida de acordo com o seguinte critério:
A composicao contempla 0S trés PONtOS ......oooeiiiiiiiiiiiie e 12
A composicao contempla dois PONtOS ......c..eveiiiiiiiiie e 8

A composicao contempla Um PONtO ........oooiiiiiiiii e 4

S 10

O examinando deduzde (AUB)N C =0 que ANC =1
V=T g 1T ) = e TSRS 6

(AUB)NC =(ANC) U (BNO) oo 3
Concluir que AN C = 0 oo 3

O examinando menciona o resultado anterior (AN C = () para

escrever P(AUC) = P(A) + P(C) e efectua o respectivo calculo
(VI NOLA 2)... .ottt et e e e 4

Notas:

1. O examinando pode justifcar que ANC = ( sem utilizar a
propriedade distributiva, argumentando, por exemplo, que, se A U B
n&o tem elementos comuns com C, o0 mesmo se passa com A.

2. Se o examinando ndo mencionar o resultado anterior, a classificagcao
a atribuir a esta etapa deve ser de 2 pontos.
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Expresséo da fungéo que da a area do rectadngulo ..........cccccoviiieiiiiiiiiinenn, 6
Valor pedido (VEr Nota 1) .........oociiiiiiiiiiecie e 6
Elementos recolhidos na utilizagao da calculadora (ver nota 2).................... 6
Notas:

1. A escrita do valor pedido deve ser classificada de acordo com o
seguinte critério:

1.°

Caso (apresentagdo do resultado com duas casas decimais, de
acordo com o enunciado):

RESPOSLA 2,57 ..eeeeeeeeeee e 6
Resposta 2,56 0U 2,58 ..o 4
Resposta 2,55 ou 2,59 ..o 2
Resposta 2,54 ou 2,60 ......oooooiiiieeeeee e 1
Outros resultados ..o 0

2.° Caso (apresentacao do resultado com mais de duas casas decimais):

Valor no intervalo [ 2,570 ; 2,573] ...coiirinreeinereeeeereeene 4
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [2,560 ; 2,580] ......ocurirriirriieee s 3
Valor fora do intervalo anterior, mas pertencente ao
intervalo [ 2,550 5 2,590] ..o 1
OUtros resultados ........ooooiiiiiiiiie e 0

3.° Caso (apresentacao do resultado arredondado as décimas):

Valorigual @ 2,6 .....cooiiiiiiiee 1

OULroS rESUIAAOS .....vveeiieeeee e 0

4.° Caso (apresentacgao do resultado arredondado as unidades):

QualquEr reSURAAOD .......eeeiiieeiiee e 0

© EeeeEEEEEeEeEEEssssEEEEEEEEEEESSSESsssEEEEEEEEEESNSESSSSSRREEEEEEEEISNSRRRSSSRRRREEEEEENARREERaSSRRRRREEEERaaaaaan 18

V.S.F.F.
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2. Os 6 pontos relativos a apresentagdo dos elementos recolhidos na
utilizacdo da calculadora devem ser atribuidos de acordo com os
seguintes critérios:

Apresentagdo correcta do grafico da fungao,
no seu dominio [1, 5], bem como do ponto de
ordenada MAXIMA™ .......cooiiiiiiiriie et 6

Apresentagdo do grafico, bem como do ponto
de ordenada maxima*, mas o grafico nao
respeita o dominio [1,5] (por exemplo,
contém pontos de ordenada negativa) ........ccccccoecieeiiiiieeiieeee 4

Apresentagdo correcta do grafico da fungao,
no seu dominio [1,5], mas o ponto de
ordenada maxima* ndo estd devidamente
ASSINAIAAO ... 3

Apresentagdo do grafico, mas este nao
respeita o dominio [1,5] e o ponto de
ordenada maxima* ndo estd devidamente
ASSINAIAAO ... 1

Auséncia de explicagdo, simples referéncias
do tipo «Vi na calculadora» ou utilizagédo de
processo ndo grafico, como, por exemplo,
UM EADEIA. ....eeii e 0

* Considera-se correcta a apresentagdo de um ponto concordante com
o valor da abcissa analisado na nota 1.

B 16
Calcular f/() = €771 e 2
Calcular g/ () = COS T vt 2
Caleular A (0) .o 2
Calcular h(%) .............................................................................................. 2
Referir que h é uma fungao Continua .............ccovevevieeeieieeieee e, 3

Recorrer ao Teorema de Bolzano para justificar a existéncia de, pelo
menos, um zero de A no interior do intervalo considerado (ver nota)....... 5

Nota: Se o examinando concluir o pretendido, mas nao referir que tal
concluséo resulta do Teorema de Bolzano, a classificagédo a atribuir a esta etapa
devera ser de 3 pontos.
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5.2.

6.1.

6.2.

.................................................................................................................... 18
Apresenta-se a seguir um exemplo de resposta:
i , . 7T
Do item anterior resulta que existe, pelo menos, um ponto a entre 0 e o tal que
h(a) =0, ou seja, f'(a)=g'(a). Ora, como a derivada de uma fungdo
diferenciavel num ponto é igual ao declive da recta tangente ao grafico da fungdo
nesse ponto, entédo existe um ponto onde as rectas tangentes aos gréficos de f e
g tém o mesmo declive, ou seja, séo paralelas.
Tal como o exemplo atras ilustra, o examinando deve:
Reconhecer que a derivada num ponto, para uma fungdo diferenciavel,
€ igual ao declive da recta tangente ao grafico da fungao nesse ponto e
. . p ~ ~ . .. . s
identificar as fungdes f e g como fungdes diferenciaveis em ]0, 9 [
Caso o examinando ja tenha calculado as derivadas de f e de g no item
anterior, esta identificagdo esta implicita nessa resposta.............ccccceevviieeeiciieeens 8
Notar que a alinea anterior, invocada como resultado, implica a
existéncia de um ponto a, no intervalo ]O, % [ Jtalque f/(a) = g'(a) ........ 6
Concluir que nesse ponto a, sendo os declives das tangentes aos
graficos iguais, essas tangentes sdo paralelas ...........cccoocoveeiiiiiiiiiiie e, 4
.................................................................................................................... 16
Calculo do valor de 1(0), emfungdode a €de b...cooeeueeeeiiiieieeeanieiinee 4
Calculo do valor de 1(20), emfungdode @ €de b....oeeeeeviiiiiiiiiieeeeaeennnnnn. 4
Escrever a equago que relaciona 1 (20) com 1(0).......coovvvreeeiniiireeennnnnnn. 3
Calculo do valor numérico de b, apresentando o seu valor arredondado
AS CENIESIMAS. ...t 5
.................................................................................................................... 16
DEterMINAr 1/ ()it 2
Estudar 0 8inal de T/ (1)...coiiiiiece s 2
Concluir que a fungéo I é monotona decrescente...........cccceeeveeueeeeeeeeveceeeeen. 1

Referir, justificando, que o grafico de [ ndo admite assimptotas
(L] o7 PSPPSR 2

Calcular  HM J(&) coiiiii e 2

r—+00

Identificagéo da recta de equagdo y = 0 como assimptota horizontal
dOGrafico de L ..unirniiniiiiii e 2

Reconhecimento de que, a medida que a luz vai penetrando em maior
profundidade na agua, vai perdendo intensidade ............ccccceeeiiiiiiiiiiiee e 3

Mencionar que, quando a profundidade aumenta indefinidamente, a
intensidade da luz tende para Zero ... 2
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