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Seja 3( )
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5.  

Uma vez que  f x é contínua para x a e para x a , para assegurar a continuidade em IR temos que 
verificar: lim ( ) lim ( ) ( )
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Na forma trigonométrica: 3 3
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Assim, temos que:  
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1.2 

 Sabemos que ݓ = e também ቀଵ  ݖ
௪
ቁ


=  .ݖ

 Assim, temos que: 
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2. 

2.1 

 Consideram-se os acontecimentos: 

A: «O aluno escolhido é um rapaz» 

B: «O aluno escolhido tem excesso de peso» 

e os respetivos acontecimentos contrários. 

 Considerando que ܲ(	̅ܣ	) = 55%	 podemos organizar a informação do enunciado numa 

tabela: 

 Total ܣ̅ ܣ 

    ܤ

തܤ     

Total 100% −55%= 
=45% 55% 100% 

 

 



 Considerando que ܲ(ܤ ∣ (ܣ̅ = 30% podemos calcular ܲ(	ܤ ∩ തܤ	)ܲ	e	(	ܣ̅ ∩ ഥ	ܣ ): 
 Total ܣ̅ ܣ 

 =%55× 0,3  ܤ
=16,5% 

 

തܤ   0,7 ×55%= 
=38,5% 

 

Total 100% −55%= 
=45% 55% 100% 

 
 Considerando que ܲ(	ܤ ∣ (ܣ = 40%	 podemos calcular ܲ(ܤ ∩ തܤ)ܲ	e	(ܣ ∩  :(ܣ

 Total ܣ̅ ܣ 

 =%45× 0,6 ܤ
=27% 

0,3 ×55%= 
=16,5% 

27% +16,5%= 
=43,5% 

തܤ  0,4 ×45%= 
=18% 

0,7 ×55%= 
=38,5% 

18% +38,5%= 
=56,5% 

Total 100% −55%= 
=45% 55% 100% 

 
Assim, de acordo com a informação da tabela, temos que a probabilidade de que o aluno 

escolhido seja rapaz, sabendo que tem excesso de peso, ou seja, ܲ(ܣ ∣  :é dada por ,(ܤ

 ܲ ܣ) ∣ (ܤ = (∩)
()

= ଶ%
ସଷ,ହ%

= ଵ଼
ଶଽ

 

 
2.2 

 Como 55 % dos alunos são raparigas e existem 200 alunos temos 200 × 0,55 = 110		 

raparigas e 200− 110 = 90 rapazes. 

Assim a probabilidade de escolher duas raparigas e um rapaz, numa seleção aleatória de três 

alunos é dada por   

 

3. 

Como no saco existem 5 bolas e são extraídas 4, existem apenas 5 casos possíveis. 

O produto dos números extraídos é 0 (zero) sempre que a bola com o número 0 tenha sido 

extraída, ou seja em 4 dos 5 casos possíveis. 

No restante caso, as bolas extraídas não incluem a bola com o número 0, ou seja são extraídas as 

bolas com os números -2,-1, 1 e 2; logo o produto dos números saídos é  

−2 × (−1) × 1 × 2 = 4. 

Como as bolas são extraídas simultaneamente existem ହܥସ = 5 casos possíveis. Assim  

ܲ(ܺ = 0) = ସ
ହ
		(pois o zero está presente em 4 das 5 extrações) e ܲ(ܺ = 4) = ଵ

ହ
		(pois o zero não 



está presente em apenas 1 das 5 extrações). 

4. 

4.1 

Para determinar o zero da função f  vamos resolver a equação ݂(ݔ) = 0: 

݁௫ିଶ −
4݁ି௫ + 4

݁ଶ = 0 ⇔ ݁ଶ݁௫ିଶ − (4݁ି௫ + 4) = 0 ⇔ ݁௫ − 4݁ି௫ − 4 = 0 ⇔ 

⇔ ݁௫ −
4
݁௫ − 4 = 0 ⇔ ݁ଶ௫ − 4− 4݁௫ = 0 ⇔ 

⇔ ݁ଶ௫ − 4݁௫ − 4 = 0 ⇔ (݁௫)ଶ − 4݁௫ − 4 = 0 

sendo ݕ = ݁௫vem: 

ଶݕ − 4y − 4 = 0 ⇔ ݕ =
4 ± ඥ4ଶ − 4(1)(−4)

2 ⇔ ݕ =
4 ± √16 + 16

2 ⇔ 

⇔ ݕ =
4 ± √32

2 ⇔ ݕ =
4 ± 4√2

2 ⇔ ݕ = 2 + 2√2 			∨ ݕ	 = 2 − 2√2 

como ݕ = ݁௫temos ݁௫ = 2 + 2√2 		∨ 	݁௫ = 2 − 2√2 

como 2 − 2√2 < 0,		݁௫ = 2 − 2√2		é uma equação impossível,  e portanto: 

݁௫ = ൫2 + 2√2൯ ⇔ ݔ = ln൫2 + 2√2൯ 		é a única solução da equação. 

 

4.2 

 Reproduz-se a seguir o gráfico visualizado na calculadora: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Calculando o zero da função f observamos que a abcissa do ponto A é 1,57. 

Calculando a interseção do gráfico das duas funções, temos que as coordenadas do ponto B 

são (3,22 ; 2,83). 

Assim, considerando a base do triângulo o lado [OA], podemos considerar para a medida da 

base 1,57 u.m. e  para a medida da altura 2,83 u.m., logo 

[ை]ܣ = ଵ,ହ×ଶ,଼ଷ
ଶ

= 2,22 ; ou seja a área do triângulo [AOB] é de 2,2 u.a. 

aproximadamente. 



 

5. 

5.1 

Se existirem assíntotas não verticais o respetivo declive é dado por 
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f x
x

  ou 
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f x
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 . 

Calculando 
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x

f x
x

 temos: 
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pelo que não existem assíntotas quando ݔ → −∞. 

Calculando 
 

lim
x

f x
x

 temos: 
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pelo que, a existir uma assíntota quando ݔ → +∞, o respetivo declive será 3. 

A ordenada na origem é dada por:   lim 3
x

f x x


  . 

Calculando: 

             1lim 3 lim ln 1 ln 3 3 lim ln 1 ln lim ln
x x x x

xf x x x x x x x x x x x x x
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considerando  ݕ = ଵ
௫	

 , se ݔ → +∞ então ݕ → 0ା, e 
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Pelo que a reta de equação ݕ = ݔ3 + 1 é a única assíntota do gráfico de f . 

 

5.2 

Seja y mx b   a equação da reta tangente, começamos por determinar o declive (m), ou 

seja ݂′(−1). Assim determina-se a derivada da função f  para valores inferiores a 0. 

(ݔ)′݂ = ଵି௫݁′(ݔ) + ′(ଵି௫݁)ݔ = ݁ଵି௫ + 1−)ݔ × ݁ଵି௫) = ݁ଵି௫ −  ଵି௫݁ݔ

Então, o declive da reta é	 ݉ = ݂′(−1) = ݁ଵି(ିଵ) − (−1)݁ଵି(ିଵ) = ݁ଶ + ݁ଶ = 2݁ଶ 



Calculando ݂(−1) = (−1)݁ଵି(ିଵ) = −݁ଶ  temos que o ponto de tangência tem de 

coordenadas (−1,−݁ଶ)	e é um ponto que pertence à reta. 

Assim, substituindo as coordenadas na equação da reta ݕ = 2݁ଶݔ + ܾ temos: 

  −݁ଶ = 2݁ଶ(−1) + ܾ ⇔ −݁ଶ − 2݁ଶ(−1) = ܾ ⇔ −݁ଶ + 2݁ଶ = ܾ ⇔ ݁ଶ = ܾ 

Ou seja a equação da reta tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa −1 é  

ݕ = 2݁ଶݔ + ݁ଶ 

 
6. 

6.1 
Considerando um ponto P sobre o lado [AB], 

tal que [DP] é perpendicular ao lado [AB], 

temos que:  

 ܲܦതതതത = 1 e ܲܤതതതത = 1 

 cos ቀߙ − గ
ଶ
ቁ = തതതത

തതതത
⇔ തതതതܣܦ = ଵ

ୡ୭ୱቀఈିഏమቁ
 

 ݃ݐ ቀߙ − గ
ଶ
ቁ = തതതത

തതതത
⇔ തതതതܲܣ = ݃ݐ ቀߙ − గ

ଶ
ቁ 

 

 Como cos ቀߙ − గ
ଶ
ቁ = ݃ݐ    e   ߙ݊݁ݏ ቀߙ − గ

ଶ
ቁ = − ଵ

௧ఈ
  vem que: 

 

തതതതܣܦ = ଵ
௦ఈ

		e ܲܣതതതത = − ଵ
௧ఈ

 

 

 Assim, o perímetro do trapézio é dado por: 

 

 [ܲ] = തതതതܲܣ + തതതതܤܲ + തതതതܥܤ + തതതതܦܥ + തതതതܣܦ = − ଵ
௧ఈ

+ 1 + 1 + 1 + ଵ
௦ఈ

= 3 − ୡ୭ୱఈ
௦ఈ

+ ଵ
௦ఈ

= 

 = 3 + ିୡ୭ୱఈାଵ
௦ఈ

= 3 + ଵିୡ୭ୱఈ
௦ఈ

 

 
Ou seja, pela função ܲ(ߙ) = 3 + ଵିୡ୭ୱ

௦ఈ
   para ߙ ∈ ቃగ

ଶ
 .ቂߨ,

 
 

6.2 
Começamos por determinar a derivada da função P: 

(ߙ)′ܲ = (3)′+
(1 − cosߙ݊݁ݏ′(ߙ − (1 − cos(ߙ݊݁ݏ)(ߙ′

ߙଶ݊݁ݏ =
ߙ݊݁ݏߙ݊݁ݏ − (1− cosߙ)(cosߙ)

ߙଶ݊݁ݏ = 

=
ߙଶ݊݁ݏ − (cosߙ − cosଶߙ)

ߙଶ݊݁ݏ =
ߙଶ݊݁ݏ − cosߙ + cosଶߙ

ߙଶ݊݁ݏ =
ߙଶ݊݁ݏ + cosଶߙ − cosߙ

ߙଶ݊݁ݏ = 



=
1 − cosߙ
ߙଶ݊݁ݏ  

Como ݃ݐଶߠ + 1 = ଵ
ୡ୭ୱమఏ

 

temos ൫−√8൯
ଶ

+ 1 = ଵ
ୡ୭ୱమఏ

⇔ 8 + 1 = ଵ
ୡ୭ୱమఏ

⇔ cosଶߠ = ଵ
ଽ
⇔ cosߠ = ± ଵ

ଷ
 

Como గ
ଶ

< ߠ < ߠcos ,ߨ = − ଵ
ଷ
 

Também sabemos que ݊݁ݏଶߠ + cosଶߠ = 1 

logo ݊݁ݏଶߠ = 1 − ଵ
ଽ
⇔ ߠଶ݊݁ݏ = ଼

ଽ
 

Assim temos que ܲ´(ߠ) =
ଵିቀିభయቁ

ఴ
వ

=
ర
య
ఴ
వ

= ଷ
ଶ
 


