PONTO 135/C/11 Pags.

EXAME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO

12.° Ano de Escolaridade (Decreto-Lel n.° 286/89, de 29 de Agosto)
Cursos Gerais e Cursos Tecnolbgicos

Duracgio da prova: 120 minutos 1." FASE
1999 1." CHAMADA

PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

COTAGOES

Primeira Parte..............cccoovvvvvniinnns AR R AN R AR R KA R A A AR 81

Cada resposta CBMA .........cccovovremrsrmrrm s s s ressressssssssessmsssessesseessesnens F8
Cada rasposta ermada.... ... eevsrsrsemssrsmss s ens s serss s ssss s sneneees = 9
Cada questio ndo respondida ou anulada .........ccceeeevevevnnsesessesssesens. 0

Nota: Um total negativo nesta parte da prova vale 0 (zero) pontos.

OO P D i R e R R R 119

13. ... —
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CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO
Primeira Parte

A ndo indicagdo da versdo da prova implica a anulagdo da primeira parte.
Deverdo ser anuladas lodas as questdes com resposta de leilura ambigua (letra
confusa, por exemplo) e todas as questBes em que o examinando d& mais do que uma

resposta.

As respostas certas 530 as seguintes:

Guesides [1 12 [3 [4 |5 [6 [7 [8 ]9
Versiol (B |D |C |B |D |A |B [D |B
VersioZz (D |B _|D |C |B |C [C |[A [A

Na tabela seguinte Indicam-se os pontos a atribuir, nesta primeira parte, em fungéo do
namero de respostas certas e do nimero de resposlas erradas.

Resp. erradas | 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
] Resp. certas
) 0 |0 [0 |0 |0 |0 [0 [0 |0 |0
1 9 |6 |3 |0 |0 |0 [0 |0 |0
2 18 |15 |12 |[¢ [6 [3 o Jo
3 27 |24 |21 |18 [15 |72 |9
4 36 |33 |30 [27 [24 |21
3 45 |42 |39 [36 [33
6 54 |51 |48 |45
T 63 |60 |57
8 72 | 69
9 81
segunda Parte

Critérios gerais

A cotacio a alribuir a cada alinea devera ser sempre um nimero inteiro de pontos.

O professor deverd valorizar o raciocinio do examinando em fodas as questdes.

Algumas questdes da prova podem ser correctamente resolvidas por mais do que um
processo. Sempre que um examinando ulilizar um processo de resolugdo ndo contemplado
nestes critérios, cabera ao professor corrector adoptar um critério de distribuigdo da cotagio
que julgue adequado e utiliza-lo em situagias idénticas.

Pode acontecer que um examinando, ao resolver uma questao, ndo explicite todos os
passos previsios nas dislibuigbes apresentadas nesles criterios. Todos 05 passos nao
expressos pelo examinando, mas cuja utilizagdo efou conhecimento estejam implicitos na
resolugdo da quesldo, devem receber a cotagdo indicada.

Emos de contas ocasionais, que ndo afectem a estrutura cu o grau de dificuldade da
questio, ndo devem ser penalizados em mais de dois pontos.
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Critérios especificos
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Justificar a continuidadede f em R ... |
Justificar a continuidade de f em RY ... 1
Justificar a ndo continuidade de f no ponto O......ccceencccncecsnsnnmnssnnsnsinen 10

1.2 Processo:

BEEY. PN o i i i ki A 2
Calculo de ll_.l'% flx)
Calculode lim f(z) (ver nota) ...
="
B e 1111 o e e i e MO A L B e A e -

. 2.° Processo:
Cllouloida: FI0) it amessiassis s

Célculo de ]ina Flz) (vernota) .....ccooooinncvecenerrenennens B
z=0*

O . o e e

Nota:
Os seis pontos atribuidos ao célcule de lil'l'.;+ f(z) devem ser
ot

desdobrados de acordo com o seguinte critério:

T+senT _ xnr

v‘sl Fl Fl
135/C/3




1 -Izl IR IARR AR s rmE AR AR RN RS R RN AR E RGN EEEENEEEN IR RN R RN R A AR R ind R nE i AR i AR

Calciler J7 () pam 2 Dsnnsnamsin s miiaaa
Fx) = () e + 22 (e e siennn 2

Fiz)mQgettldonteg®l o0 nnnnn g

Determinarozerode f’ para T < Qe seeseeeeeresseessesessesesenes B
orett 4 gletl =
& 22 + 22) = Duceesrsnsesenessssssssessssssssssssssssinse |
Concluirque — 2 éozerode f" para £ < 0uvvervvvesnennnnnn 2

Verificarque —2 éovalorde x paraoqual f toma o seu valor
maﬂmﬁ ﬂm R-‘. {“r nnh] MEELEA N A AL R R RS PR PSPPI PP PR PR TR NI I EN I NI N BN AN EE 5

Nota:
O examinando pode mostrarque — 2 éovalorde &« paraoqual f tomao
seu valor maximo em R™ por, pelo menos, dois processos:

* através do esludo da variagio do sinal de f' (em R™), que pode ser
apresentado por melo de um quadro;

* através do esbogo do grafico da fungio (em R™), o qual pode ser oblido com

recurso a calculadora grafica. Neste caso, o examinando deverd apresentar
uma justificagao do tipo:
«Da andlise do grafico, verifica-se que f & crescente 4 esquerdade — 2 @
decrescente & direita desse ponto. Logo, o tnico valor que anula f' (emR™)
&, necessariamente, o ponto onde f toma o seu valor maximo, em R~
(como a fungéo f & diferencidvel em R™, se ela tivesse outro maximo, a sua
denvada n3o teria apenas um zero).»

ou, mais simplesmente,
«Da andlise do gréfico, verifica-se que f tem um méximo para £ = — 2.
logo.é paraz = —2 que [ toma o seu valor maximo, em R~ (como a
funglo f & diferencidvel em R, se ela tivesse outrc maximo, a sua derivada

nao teria apenas um zero).»
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Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1. Processo

Resolver a equaglo f(T) = 1, pard & > Do vvmrenessssssesssssssessssssserenees T

flz)=1
Sr=kmcoom EEN (vernota1) ... &

Concluir a2 existéncia de infinitos pontos de INterSEcCR0........coi v rnnnrermssnimsseennns 4

Notas:
1. O examinando que escreva apenas T = kT, ou que escreva k € Z,
deve ser penalizado em 2 pontos.

2. O examinando pode comegar por resolver a equagsio f(z) =1, em R, .
Maste caso, a distribuicdo das cotagbes deve ser feita como se segue:
Resolveraequagio f(£) =1, para 2 € 0 ecesicsnssssssssvsssssssersreeees 2

Resolver a equagio f(z) =1, para T > D..eecreceeenecermecencennseennsssssssensnees T
Concluir a exisléncia de infinitos pontos de interseccio........ccviveeviceiieninnn 2

3. Depois de obler a equacdo sen x = (), o examinando pode concluir

imediatamente: «Esta equagao tem Infinitas solugbes, para = > (» (sem as
explicitar). Nesta caso, deve ser atribuida ao examinando a tolalidade da
cotacdo prevista para esta questio (11 pontos).

2.° Processo
O examinando pode mostrar que a equago f(z) = 1 tem infinitas solugdes,
em R™, sem a resolver. Para isso, ele podera utilizar uma argumentacéo do tipo
da que se segue:
«Temse —1<senz<1, com os r‘
valores —1 e 1 a serem atingidos, ¢
alternadamente, infinitas vezes. .
Por isso, o grafico de f, em R*, esta
compréendidc entre dois ramos de 15
hiparbole, definidos respectivamente por
glz)=1-+- Az>0 e
hiz) =1+ = A z>0, o
intersectando-os, altemadamente, infinitas
VBzZas,

O Teorema de Bolzano garante entdo que a equagdo f(z) =1 tem infinitas

solugdes, em R*.»
V.S.F.F.
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Estabelacer a condigio 1022 (@ — b X 0) = 3
Estabelecer a condiglo 1082 (@ — b X 14) = D renirnenssssnssmssssss s 3
0 B TR oo S e AR A R A S AR R R

Nota:

Se o examinando substituir ¢ por 8 e & por -% na express8o da funglo [,
obtendo h(t) = logs (8 — %t}, e verificar em seguidaque h{0) = 3 e que
h(14) =0, mostra que o par (E, %—) é soluglio do sistema

logz(a—bx0)=3 5 B
{Iugg{a—&:u: 14) =0 mas ndo moslra que o par (3,2) é a Gnica

soluglo do referido sistema, pelo que deve ser penalizado em 4 pontos.

vﬂﬂﬂmﬂn pﬂdHa ERTEN TN FETENTEN ENFEY EEA PG NN EANEATES FENEATEA PG PO R S v S P S R R AR AR RS AR R R R E

h{11} — h(6)
Escrever 11—¢ A R A A A R A A

Mostrar que hl:lllirzgm} = = 0.2 i B

h(11) — h(6) =1loga (2) — 1082 (5) .cccomrerrrrennns

loga (§) — loga(5)= —1 (vernotas1e2)......4

Restantos cloUlDs ... ceeveemeece s seses sesessansssss snsamsssseess ¥

Interpretacio (ver Notas I @ d)........ ..o rsnns s s s s s e s
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Notas:

1. Esles 4 pontos devem ser distribuldos de acordo com ¢ seguinte critério:
Propriedade do logantmo do quociont® ............c.cccveeeene 2
log2 (2) =1 ou loga () = =1 cremererrecenn 2

2. Se o examinando utilizar a calculadora para, atraves de uma mudanga de
base, determinar log (3) e loga (5), devera ser penalizado em 1 ponto
(note-se que os ndmeros em causa sdo irracionals, pelo que a utilizagio da
calculadora niic permite provar a igualdade do enunciado).

Se, além digso, o examinando n&o utilizar toda a precisiio da calculadora e
arredondar os dois valores, deve ser penalizado em mais 1 ponto.

3. Indicam-se a seguir duas formas possiveis de apresentar a interpretagio
padida;
* «A altura da &gua no reservatorio desceu, em média, 0,2 metros por hora,
entre os instantes correspondentes a seis @ a onze horas apds a abertura da
valvula.»
* «No periodo referido, a altura da 4gua diminuiu a uma velocidade média de
20 centimetros por hora.»

4. Se 0 examinando referir o caudal médic (ou a velocidade média) com que a
agua sai do reservalério, em vez da velocidade média de diminuigio da altura
da agua, devera ser cotado com 0 pontos.

Nimero de maneiras de escolher os dois livios de Saramago = EG'? fou 3} ....1

Numero de maneiras de escolher o livro de Sophia = 46'1 (o VI ) R, |
Numerc de maneiras de escolher os 1rés livros de Sagan = 5(?3 AR,
Namero pedido = 2C X 101 X 30 oo &
3¢, x 10y x o I,

R NI R F RS A AR AR s A R I I RS A R RS A A R A AR e

ulElFlFl
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A probabilidade pedida pode ser obtida por, pelo menos, trés processos,
consoante o modelo adoptado para formar 0 espago de acontecimentos.

1. Processo
O espago de acontecimentos & o conjunto das permutagdes dos seis livros.
Namero de casos possivels = 6!

Mamero de casos favordveis = H x 21 x 4

2.° Processo

Designemos por A e B os dois livros de José Saramagoe que a Joana escolheu,
0 espago de acontecimentos & o conjunto dos pares ordenados (a, ), onde a
designa, na sequéncia pela qual os seis livros vao ser lidos, o nimero de ordem
de leitura do livro A e b designa, na mesma sequéncia, o nimero de ordem de
lgitura do livro B.

Nimero de casos possiveis = A,

Nimero de casos favordveis = 5 x 2/

3.° Processo

O espago de acontecimenios & constituido pelos conjuntos {a, b}, onde a e b
t&ém o mesmo significado que no 2.° processo.

Numero de casos possiveis = °C

Namero de casos favordveis = 5

Cualquer que seja 0 modelo adoptado para formar o espaco de acontecimentos,
a distribuicao das cotagdes deve ser feita como segue:

NOMEro e CASOS POSSIVEIS ...vcvceeeeseroemeenesessrarareses s sasassnass sassamsssass sasssse smssssns sessnss
MOMErD d8 CAS0S faYOTAVEIS . .uiviveese s ceresirs s snsss e e srsas s s s e s rmaes s s s bad s s
Fracgao (Regra de LAPIAcR) ... e veecereiciissns s vmvmssss os sa smsms e ss sas s nssmsses os sms snsmas

SIMpIACACED A8 IBCEHIO ...uiivcicisinisiimimsraiiosassiniansdorsssis sisanssninsssnsssnsiasnnisabsisses

- - th

Notas:
1. Qualguer que seja o modelo adoptado, no se exige que 0 examinando
explicile o numero de casos possiveis & o nimero de casos favoraveis.

1 f
Por exemplo, numa resposta como iﬂﬁ# = % esla implicita a

contagem correcta dos casos possiveis e dos casos favoraveis.
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2. Se o examinando considerar o nimero de casos possiveis de acordo com
um dos modelos @ 0 nimero de casos favoraveis de acordo com outro
modelo, devera ser cotado em 5 dos 10 pontos previstos para ¢ conjunio des
dois ndmearos.

Paor exemplo, uma resposta como 5§!21' = % deve ser cotada com 7

pontos (5+1+1).

3. Se o examinando se limitar a apresentar um resultado, como por exemplo

% ol -f'i-, devera ser cotado com 0 pontos.

4l1i- EE LR LR LI L L] LLLEL]] LELIRE LTI E T LI L L R T L T R LT PR P e P PPN L u-1 2

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos:

1.” Processo

Mostrar qua o comprimento do raio da basedocong é 3 ..o resieins B

O comprimento do raio da basedo cone & a ordenadade BB ...
B tem coordenadas (0, b, 0) ...
BEABV#- 4xﬂ+4xb-|—3:=-:l]-12

- B R -

au

O comprimento do ralo da basedo cona da ordenadade B .....
Oponto B & a intersecgdode ABV comoeixa Oy ...........

Escrever dx +4dy+3dz=12 A z=0A2=0.......

ki g =

Mostrar que 2 alurAdO CONB & 4 ... e e css s s s s sassnrme s ves e nanne B

Aalluradoconeéacotade V ..
V' tem coordenadas (0,0, c) ...
VEABV = 4:-:IJ+4:~:D+3:-:.-:+12

=N -

ou

Aalluradocone éacotade V' .
Cponto V' éa interseccio de ABV mrn osixo Oz ..

Escrever 4z +4y+3z=12 A z2=0Ay=0..
z = 4r-l--lr-llI"|rI-|rl'rI'|rl'|llrl'|rI|l'|lIlIlrl|Illl.|.lllIlIll.lIllJlJl..J|.-|.-J.Jp-qn,p-qr.'...,“---.r.r

V.5.F.F.
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2.° Processo

Comprimento do raio da basedo cone igual a 3 & equivalente a dizer que
as coordenadas de 4 e de B s#o, respectivamente, (3,0,0) e

Alturado cone igual a 4 & equivalente a dizer que as coordenadas de V'
S0 A1, ) st biminisishmiavimsEsasmses can Fbms e ob o s s s e

Coordenadas de A, B e V serem (3,0,0), (0,3,0) e (0,0,4),
respectivamente, @ equivalents, dado que os trés pontos sdo ndo
colineares, a ABV serdefinidopor dz +4dy+3z2=12 . civcvriccinnns 8

4-2l ------------------------------------------------------------------------------- NN IR E AR EERE R R A rAm e A m 1 2

Escrever as coordenadas do cantro da @Sara ... cevemeersceses sessess ves sosms sosmenne 2
Determinar ¢ raio da 8sfera { VB ) v senssesessesessssessesesserns 3

Escrever a condigo 2% + 4% + (2 — 4)% € 25 .5

Mota:

Determinam-se a seguir algumas penalizagbes a alribuir pela escrita incorrecta

da condigio z2 + 3% + (7 — 4)? < 25.

« Escrever " =" ou "< " emvezde " < ": penalizagio de 2 pontos.

= Escrevar 5 em vezde 25 : penalizagiode 3 pontos. :
- Escrever (z +4) emvezde (z — 4)? : penalizago de 3 pontos.

“3“ e L L L L R R LRI L L LR L DL LR LI L LA L T P P E T P T A T P T e P T PP T IR T T T 1 2

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos:

1.”" Processo
Determinar as coordenadas do murﬁ} R B R
Determinar V.Ef}. VD:

Determinar [[ 75 || -oeeeeeeeeisssmmenisssscsns s sisisensssssssnsssssssnsss s snssmssssansas

Determinar ||ﬁf||
B T T e A s L s B i B i s e o

-

Deltarminar SEM QX .o.owveeeeeee s sess s snsens

Nota:
Se o examinando utilizar os vectores BV e DV, sem justificar a igualdade

BV: DI-; = VB: V.Ef. devera ser penalizado em 3 pontos.
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2. Processo

a =2/ emque [ designa a amplitude do Angulo BV O ....ccnnnnininsinininns 1
SEne 3 F BN B Q08 I Cici i S A R e e
DOIBRTIIAT SO T i cissimmissirrisnsibsiumnieiaissiiis s M sk SR
DEtBMMINAT COS [F .ovveresreirireesssssmssresnssnsssssnsns sessssesssbesans sesmssssesnssnanasessesss snsssnsanssrensid
Byl )R R D e PR L o I PR A SRl

3. Processo
a=m— 2 emque < designa a amplitude do &ngulo VBO ......eveeeae
SEH O W REI T ATY occmnnscomiamss i EH  OE F c
LGEOITEIIBE SETE 7F wuvovsinmnninsssinsnsarinssssiqsrssnnerasstaorsi aiss soisnmss sosassutotuansiorsainsmsnnasisinany
LIOASTITINRE DD A i iiimisimiim s st e st i ar e s G I s e o R
PO UMIRUENT BTN, I i 3 R

MO OR OR RMN

Nota:
Devera ser atribulda a cotagdo méaxima de 11 pontos a um examinando que

recoma 4 calculadora para determinar sen o, utilizando um processo como o que
sa axemplifica a seguir:

= determinar uma razdo trigonométrica do angule BV O,

+ determinar a amplitude do &ngule BV O,

» duplicar a amplitude do angule BV O;

= determinar o respectivo seno.

A cotagio a atribuir depende da clareza da descrigio apresentada e devera ter
am conta se o examinando amedondou os valores intermédios ou se utilizou toda
a precisio da calkculadora.
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